Lycée La Martiniere Monplaisir PT

TD3 — Algebre Linéaire : Rappels et Compléments

Exercice 1

Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels, en déterminer une base et la
dimension.

E={(z,y,2) €R?: 2 + 2y = 0} F:{(x,y7z)eR37{x+ e }

—r—4y+2z =0
G={PeRyX]:(X-1)P —XP"=2P} H={M € #(R): MN = NM}

ou N = <)E)1 ;)), avec Ai, Ao deux réels fixés distincts
2

Exercice 2

1w =(1,1,2), ug = (0,1,4), ug = (1,0, —2), ug = (—5, 16, 24) forment-ils une famille libre ?

2. v = (1,0, 1), V2

3. Soit a = (-3,1,
R* tel que (a, b,

=(0,1,4), v3 = (1,0, —2) forment-ils une famille génératrice de R ?
4,-3), b= (-1,7,-8,7), et ¢ = (11,—7,—-10,7). Existe-il un vecteur d de
¢, d) soit une base de R*?

Exercice 3

Déterminer si les familles suivantes de E sont libres :

1. E=FR\{a1,...,a,},R) ot les a; deux-a-deux distincts, (f1,..., fn) oU fr: 2z —

T —ay
2. E=FR,R), (fi,..., fn) O fy : &+ sin®(z).
3. E=FR,R), (f1,..., fn) ou fi : x> sin(kzx).

Exercice 4

Dans l'espace vectoriel F(R, R), déterminer le rang de la famille (f,g,h,k)ou f 1z — 1,9 : x — ",
h:zwetletk:axm

Exercice 5

4 NN . .
Dans R”, on considere les sous-espaces vectoriels suivants :

F= {(%%%ﬂ € R4a

r+y+z+t=0
r—2y+32—5t=0
G = Vect({(1,-2,0,2), (0,0,1,3)}).

. Montrer que R* = F & G
. Trouver une base (e, ez, e3,e4) de F telle que {ej,ea} C F et {es,es} C G.
. Exprimer les coordonnées d’un vecteur quelconque de R* dans cette base.

[ R

. En déduire I'expression de la projection sur F' parallelement a G.

Exercice 6

Soit E l'espace vectoriel des suites réelles. Notons F' I'ensemble des suites constantes et G 'en-
semble des suites convergentes de limite nulle.

1. Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F.
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2. Montrer qu’ils sont en somme directe
3. Déterminer F ¢ G

Exercice 7

Dans R*, on pose v = (1,2,3,4), v = (1,1,1,3), w = (2,1,1,1), 2 = (1,0, —1,2) ainsi que y =
(2’ 37 07 1).

Déterminer (en justifiant) les dimensions des espaces U = Vect(u,v,w), V = Vect(z,y) puis
des espaces U +V et UNV.

Exercice 8

Soit n > 1 fixé. Pour tout ¢ € [0,n], on pose F; = {P € R,[X]:Vj € [0,n] \ {i}, P(5) = 0}.

1. Montrer que les F; sont des sous-espaces vectoriels de R,,[X], et que pour P € R, [X], on a

P € F; si et seulement si il existe A € R tel que P = A H(X - 7).

=0
i
2. Montrer que la somme Fy + F} + - -- + F), est directe.

n
3. En déduire que R, [X] = GEFZ
i=0

Exercice 9

Montrer que pour tout P € R, [X], il existe un unique Q € R,[X] tel que XQ' + Q = P.

Exercice 10

Soit u et v deux endomorphismes d'un K-espace vectoriel E. Montrer que v ou = 0g(g) si et
seulement si Im(u) C Ker(v).

Exercice 11

1
Soit p Papplication C* — C? définie par p(x,y) = g(x + 2y, 2x + 4y).

1. Montrer que p est un endomorphisme.
Déterminer une base de Kerp. L’application p est-elle injective ?
Déterminer une base de Imp.

W

Montrer que p o p = p. Les sous-espaces Kerp et Imp sont-ils supplémentaires dans C? ?

Exercice 12

Soit F un K-espace vectoriel et p et ¢ deux projecteurs de E. Montrer que
poq=p< Ker(q) C Ker(p)

et que
gop=p<Im(p) CIm(q)

Exercice 13

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € .Z(F) tel que f +2f —3Idp = O02(E)-

1. Montrer qu’il existe deux homothéties, et deux seulement, vérifiant la condition demandée.
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2. Montrer que f € GL(E).
3. Montrer que E = Ker(f — Idg) ® Ker(f + 3Idg).

Exercice 14

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et soit ¢ une forme linéaire non nulle sur F.

1. Montrer que pour tout u & Ker(yp), E = Ker(p) & Vect(u).

2. Soit 1 une autre forme linéaire non nulle sur E. Montrer que ¢ et 1 sont proportionnelles si
et seulement si Ker(y) = Ker(¢).

Exercice 15

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1. Soit f un endomorphisme de E tel que " = 0 (g
et frl £ 0.2 (E)- Soit z un vecteur de E tel que Y (x) # 0p.

Montrer que la famille (z, f(z), ..., f*~*(z)) constitue une base de E.

Exercice 16

Dans cet exercice, on note £ = R[X] et on considére a E — E et l'endomorphisme
P —~ XP
de Z(E) :
v  Z(E) — Z(FE)
U = uoa—aou

1. Montrer que a est un endomorphisme de E. Est-il injectif ? Surjectif ?

2. Montrer que ¢ est un endomorphisme non injectif de Z(E).

3. En écrivant pour tout n € N une relation entre u(X™), u(X""1) et ¢(u)(X™), montrer que
@ est surjectif.
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Exercices issus d’oraux

Exercice 17
(Oral 2008)

Soit n € N, F =R, [X] et D I'application qui, & un polynéme associe sa dérivée P’.
1. Montrer que D est un endomorphisme de E. En préciser le noyau et I'image.

. Montrer qu'il existe p € N tel que D = 0. (g

n

2

3. Montrer que Idg — D est un isomorphisme de FE.

4. Résoudre I'équation différentielle y'(z) — y(z) = T
n

Exercice 18
(Oral 2009,2011)

1. Soit p et ¢ deux projecteurs de E.
(a) Montrer que po g+ qop = 0g(g) si et seulement si pogq=gqgop=_0,(g)
(b) Montrer que p + g est un projecteur si et seulement si pog = qgop =0z g
(¢) Comparer alors Ker(p + ¢) et Ker(p) N Ker(q).
(d) Comparer de méme Im(p + ¢) et Im(p) + Im(q).
2. Soit f : R?*® — R?
(z,y) = (2,27)
(a) Montrer que f est un projecteur.
(b) Déterminer tous les projecteurs g tels que f + g soit un projecteur.

Exercice 19
(Oral 2013,2014,2015)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R et f € £(E) tel que f3 = Idg.
1. Montrer que Im(f — Idg) C Ker(f* + f +Idg).
2. Montrer que F = Ker(f — Idg) ® Im(f — Idg).
3. En déduire que E = Ker(f —Idg) @ Ker(f? + f + Idg).

Exercice 20
(Oral 2014)

1
Soit E = Ry[X], F l’ensemble des polynomes P de E tels que / P(t)dt = 0 et G = Vect(1 +
0
X+ X?).
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E. Quel est sa dimension ?

2. Montrer que £ = F & G.
3. Soit p le projecteur de E sur F parallelement & G. Pour @ dans F, déterminer p(Q) en

1
fonction de / Q(t)dt et de Q.
0

Exercice 21
(Oral 2017)

Montrer que ¢ qui & P associe P(X +1) — P(X) est un endomorphisme de R,,[X] dont on donnera
le noyau et 'image.
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Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 1

E={(z,y,2) eR®: 2 = -2y}
= {(_2y7y72)7 (y,z) € RQ}
= {y(=2,1,0) + 2(0,0,1), (y, 2z) € R*}
= Vect((-2,1,0),(0,0,1))

Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de R? en tant qu’espace vectoriel engendré par une famille
de vecteurs.

La famille (—2,1,0),(0,0,1) est génératrice de E. Elle est libre car formée de deux vecteurs
non colinéaires, c’est donc une base de F, qui est ainsi de dimension 2.

—r—4y+2z=0

5y —3 =0
:{(Ly,z)eR?’:{x—’— Y N }
Yy—=z =0

= {(I,y,z) eR?: {m :_22}
Yy ==z

={(-2z,2,2), z € R}
={2(-2,1,1), z € R}
= Vect(—-2,1,1).

F:{(xyz)eRgz{x+5y_3Z:O }

Ainsi F est un bien un sous espace vectoriel de R?.

La famille (—2,1,1) est génératrice de F. Elle est libre car formée d’un seul vecteur non nul,
c’est donc une base de F' et dim F' = 1.
Soit P = aX? 4+ bX 4+ c € Ry[X]. Alors P € G si et seulement si
(X —1)(2aX +b) — 2aX = 2aX? 4+ 2bX + 2c
C’est-a-dire si et seulement si
2aX? +bX — 2aX — b—2aX = 2aX?+2bX + 2¢

On sait que deux polynoémes sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux, ainsi
identification des coefficients, P € G si et seulement si

2a = 2a azié
b—da =2 & #
—b=2c €=75
X? 1 . X? 1
Etdonc Pe G 3dbeR, P=D _T+X_§ . On a ainsi G = Vect _T+X_§ =

Veet (X? —4X +2).
En particulier, G est bien un sous-espace vectoriel de Ry[X], de base X 2 _4X + 2 et par
conséquent dim G = 1.

. a b
Sth—(C d

Cfa B\ (M OY  (ah b fad A
MN<c d><0 /\2><C/\2 dAQ) etNM(m d/\g)'

) € Mo(R). Alors

5
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Ainsi, M € H si et seulement si

al; = al
Ay = bAs - {b(/\1 —X2)=0
C)\l = C>\2 C()\l - )\2) =0
d)\g = d)\Q

Et puisque A\ # Ag, ceci équivaut a b =c = 0.
Ainsi,

n={(5 ) woerf-{o(§ O)+a() 1) @aerf-ve((5 0).(0 V)

Donc H est un sous-espace vectoriel de .#2(R), dont une famille génératrice est <é 8) , <8 (1)>

Puisqu’il s’agit d’une famille de deux vecteurs de .Z5(R) non colinéaires, elle est libre, et donc c’est
une base de H. H est donc de dimension 2

Corrigé de I’exercice 2

1. Non, c’est une famille de 4 vecteurs de R® et 4 > 3 = dim(R?).

2. Puisque c’est une famille de 3 vecteurs de R3, elle est génératrice si et seulement si c’est une
base si et seulement si elle est libre.

Soit (a, 8,7) € R® tel que aw; 4 Bua + yvs = Ogs. Alors

a+y =0

B =0

a+48—-2v =0
Dot @« = f = v = 0. La famille (v1,vs,v3) est donc libre et, par suite, c’est une famille
génératrice de R3.

3. Le théoreme de la base incompléte nous dit que cela sera possible si et seulement si la famille
(a, b, c) est libre.
7 1 . . .

Or, par le calcul on peut montrer que ¢ = 50— §b. La famille (a, b, ¢) n’est pas libre, il est

donc impossible de trouver un vecteur d de R* tel que (a, b, ¢, d) soit une base de R*.

— /AAttention

Corrigé de I’exercice 3
L’égalité ci-dessus
est équivalente a :

i Vz e R e an
1. Soit (A1,...,An) € R™ tels que Z)\kfk:OE " \a an}
k=1 Z)\kfk(w) =0.Si
k=1
vous oubliez le Vz,

il n’y a pas équiva-
On a alors lence

A
Ve e R\ {a1,...,an}, Z Fo—0

D’ol1, en multipliant par H n(z — a;)
i=1

Ve e R\ {a1,...,an}, Z)\an(x—ai):O

En faisant tendre x vers ay on a alors A\, = 0, ceci pour tout k € [1,n]
Ainsi la famille (fy,..., f,) est libre dans E.
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n
2. Soit (A1,...,An) € R" tels que Z Mefr =0g.
k=1 — Vecteurs propres

Posons P =X\ X +--- 4+ X\, X", on a alors

On verra plus tard
un argument beau-
coup plus rapide :
les fonctions f;
sont des vecteurs

Vo € R, P(sin(z)) =0

Ainsi P est nul sur [—1, 1], P admet alors une infinité de racines, c¢’est donc le polynéme nul.

On en déduit que A; = --- = A\, = 0. La famille (f1,..., f,) est donc libre dans F. propres de Iappli-
. 1"
3. On va procéder par récurrence sur n € N*. Notons P, I'assertion « la famille (f1, f2,. .., fn) cation f — f
est libre ». associés a des va-
cre 1e leurs propres dis-
Initialisation : tinctes, ils forment
Pour n = 1 la famille (f;) est composé d’un seul vecteur, ce vecteur est non-nul donc la donc une famille

libre. Vous reconnai-
trez d’ailleurs ici la

famille est libre.

Hérédité : Soit n > 2, on suppose que P,,_; est vraie. Ainsi (f1,..., fn—1) est libre. preuve de ce résul-

n tat général adaptée
Soit (A1,...,A,) € R” tels que Z Aefr = 0. Alors, en dérivant deux fois on obtient au cas particulier de

k=1 notre exercice.
n
- Z Mok fr = 0p
k=1

D’ou

n? Z/\kfk - ZAkafk =0 —0g =0g

k=1 k=1

C’est-a-dire

n—1
D w(n® = k) fr = 0g
k=1

Or la famille (f1,..., fn—1) est libre, ainsi

Vk € [1,n — 1], (n® — k)X =0

On en déduit que A\=1=---=\,_1 =0.

La premiere égalité devient alors A, f,, = 0g, d’ou, puisque f,, # 0g, A\, = 0.

Ainsi la famille (f1,..., fn) est libre, ce qui prouve la propriété au rang n et acheéve la
récurrence.

Autre méthode :

On peut également utiliser une approche similaire a celle employée précédemment

Soit (A1,...,An) € R™ tels que ZAkfk =0g
k=1
Ainsi,
—ix ei?x _ efi2:c einz _ efina:
R .
Vr € R, A1 % + Ao % + + An %

D’otl, en multipliant par 2ie’™®

Ve € R, A1 (ei(n-i-l):c _ ei(n—l)x) + Ao (ei(vl+2)x _ ei(n—2)z) + A, (eian _ 1)
Posons a

P =AM XA X2 M X X, X2 = 23 XY
k=1 k=1 U

) U est le cercle unité
On a alors, pour tout z € R, P(e*”) = 0, d’on, pour tout z € U, P(z) =0 de C, i.e. 'ensemble
des nombres com-

P admet une infinité de racines, c¢’est donc le polynéme nul. Ainsi A\;y = Ao =--- = A\, =0,
plexes de module 1.

la famille (f1,..., fn) est donc libre
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Corrigé de I’exercice 4
On a clairement h = e - g ainsi Vect(f, g, h, k) = Vect(f, g, k).
Montrons que la famille (f, g, k) est libre.
Soit (a, B,7) € R® tel que af + Bg + vk = 07 (r)
Ainsi,
Ve € R, a+ pe’ +yx =0
En particulier xEIPoo a+ Be* +yx =0, d’out v = 0 puis a = 0.
Par suite on a 8 =0, la famille (f, g, k) est donc libre, ¢’est ainsi une base de Vect(f, g, k).

11 s’ensuit que dim(Vect(f, g, k)) = 3. Finalement Rang(f, g, h, k) = 3.

Corrigé de I’exercice 5

1. Les vecteurs (1,—2,0,2) et (0,0,1,3) sont non-colinéaires, ils forment ainsi une famille libre
et donc une base deG. Ainsi dim(G) = 2.

Cherchons désormais une base de F. Soit (z,v, z,t) € R*, on a :

r+y+z+t=0

(m,y,z,t)€F<:>{ rT—2y+32-5t=0

)
rT=——-z+t

— 23
=_—z—2t

Y 32

= (z,y,2,t) = 2.(-3,2,1,0) + t.(1,-2,0,1)
1,0

0), ( -2,0,1))

Posons e = (—2,%,1,0) et ez = (1,—2,0,1). On a montré que F = Vect(e1, e2), ¢’est-a-dire

que la famille (eq, es) est génératrice de F.

> (z,y,2,t) € Vect((—3, 2,

Les vecteurs e; et es ne sont pas colinéaires, ils forment donc une famille libre. Ainsi (e, e2)
est une base de F' et donc dim(F') = 2.

On a ainsi dim(F) = dim(F) + dim(G).
Déterminons maintenant F' N G.

Soit u € FNG, puisque u € G il existe donc (a,b) € R? tel que u = a(1, —2,0,2)+b(0,0,1,3) =
(a,—2a,b,2a + 3b).

Or u € F, ainsi

a+ (—2a)+ b+ (2a + 3b) =0 o a+ 4b =0 o a+4b =0
a—2x%x(—2a)+3b—5x(2a+3b) =0 —5a—12b =0 8b =0

On a donc a =b =0, d’ott v = 0g. Ceci montrer que F NG C {0g}.

Puisque F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, FF N G en est aussi un et donc
{OE} c FngG.

Ainsi FNG = {0g}.

On a donc FNG = {0g} et dim(F) = dim(F') + dim(G). On en déduit donc que E = F & G.
2. On pose ez = (1,—2,0,2) et e4 = (0,0,1,3). La famille (63,64) est une base de G

On sait que la famille (e1, e2) est une base de F ot e1 = (—3,2,1,0) et e3 = (1,-2,0,1).

Puisque E = F & G alors la concaténation d’une base de F' et d’une base de G forme une
base de E, ainsi (e, e, €3,€4) est une base de E.

3. Soit u = (z,y, z,t) € R*, il existe alors (a,b, ¢, d) € R* tel que u = aey + bey + ¢3 + d4.
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(a,b,c,d) est alors solution du systéme

1

—ga + b + c = Z
2

ga - 20 — 2¢
a + d =

|
W

b + 2¢ + 3d

On résout ce systéme via un pivot de Gauss et on obtient

. — 3z 3y
B 48
7
b = Zx—y+3z—t
c = 72x75732+t
3
d = 3x4+§y—|—z

4. La projection sur F' parallelement a G est Iapplication qui a (z,y, z,t) € R* associe (avec
les notations précédentes) ae; + bes.

Pour (z,y,zt) € R on a

3 3 7
aeq +b€2 - <_f - 8y> (_§7§7170)+ <f _:g+3z_t> (17_27071)
5r Sy Tx y x y Tr y 3. 3y Tz vy
==+=Z4+=-=2 —t,—= =2 — 4+ 2%, —— -2 =2 —t
<4+8+4 8+32 T3y 2+4 6z + 2t, 1 81 8+32

3¢ 3y 7
= <3x+g+3z—t,—4x—6z+2t,—x—y x—y+32—t>

Ainsi, la projection sur F' parallelement a G est 'application
p o R* - R*
3z 3y Tz
(z,y,2z,t) — <3x+g+3zt,4x62+2t, oy y+3zt>

Corrigé de I’exercice 6

1. F est l'espace vectoriel engendré par la suite constante égale a 1, F' = Vect((1),en), F est
donc bien un sous-espace vectoriel de F.

G est clairement non-vide car il contient la suite constante nulle.

Soit (tn)nen €t (vn)nen deux éléments de G et A € R. Par opération sur les limites la suite

(Un 4+ AUn ) nen est convergente de limite lim w,+A lim v, = 0. Ainsi (u, + vy )nen € G,
n—-+4oo n—-+oo

G est donc bien un sous-espace vectoriel de E.
2. Soit (un)neny € FNG.

Puisque (un)nen € F, elle est donc constante, notons K sa valeur, ainsi liIJIrl uy, = K. Or
n—-+0oo

(Un)nen € G et donc lirf u, = 0. Par unicité de la limite on en déduit que K = 0 et donc
n—-+0oo

(tn)nen est la suite constante nulle O.

On a ainsi F NG = {0g}, on en déduit que F' et G sont en somme directe.

3. Tout élément de F' ou de G est une suite convergente. Ainsi, par opération sur les limites, la
somme d’'un élément de F' et d’un élément de G est une suite convergente.

En d’autres termes F' @ G est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des suites conver-
gentes.

On va montrer que F' @ G est exactement I’espace vectoriel des suites convergentes.

Soit (un)nen une suite convergente, notons £ sa limite. On a alors (u,)nen = (€)nen + (un —
f)nel\%
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La suite ({),ecn est constante et donc appartient & F' et la (u, — €)nen converge vers 0 et

donc appartient a G. Ainsi (u,)neny € F © G.

Finalement F' @ G est bien ’espace vectoriel des suites convergentes.

Corrigé de l’exercice 7

Commencons par déterminer si (u, v, w) est libre.

Soient «, 3, v trois réels tels que au + fv + yw = (0,0,0,0).

On a alors
a+8+4+2y =0 a+fB+2y =0 a+ B +2y
2 = —hB — = - -
at+ B+ U B—3y 0o B— 3y
3a+8+y =0 —28-5y =0 v
da+38+vy =0 —B =Ty =0 —4

Ainsi a = =~ = 0. Ainsi, (u,v,w) est libre. C’est une base de U qui est donc de dimension 3.

(z,y) est une famille génératrice de V formée de deux vecteurs non colinéaires. Elle est donc

libre. C’est une base de V' qui est donc de dimension 2.
On a U+ V = Vect(u, v,w, z,y).

On sait que U +V C R* et donc dim(U + V) < 4. De plus U € U + V d’ott dim(U + V) > 3.
Puisque U C U4V on aura dim(U + V') = 3 si et seulement U +V = U et donc si et seulement

sixelUetyecU

Or z € U si et seulement si la famille (u, v, w,z) est liée, de méme y € U si et seulement si la

famille (u,v,w,y) est liée

Ainsi, U + V est de dimension 4 si (u, v, w,z) ou (u,v,w,y) est libre et de dimension 3 sinon.

Déterminons si (u, v, w,x) est libre.

Soit («, 8,7,9) € R* tel que au + Bu + yw + dx = (0,0,0,0).

On a alors
a+pB+2y—9 =0 a+B+2y—90
200+ B+ v =0 N —B—3v+2)
3a+p+v—96 =0 —28 —5v+20
doa+3+v+20 =0 —B8—Tvy+66
a+B+2y—90
N —B—3y+20
v —26
—4y + 46

La famille (u, v, w,x) est libre, ainsi dim(U 4+ V) = 4.

D’apres la formule de Grassmann, on a

dim(U N V) = dim(U) + dim(V) — dim(U + V) = 1

=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0
=0

Corrigé de l’exercice 8

1. Pour k € [0,n], notons fx : R,[X] — R la forme linéaire définie par fi(P)
n

Alors Ker(fi) est un sous-espace vectoriel de R, [X], et F; = ﬂ Ker fi est donc également

k=0
ki

un sous-espace vectoriel de R, [X].

P(k).

10
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n

Si P € F;, alorsles j € [0,n], j # i sont tous racines de P, donc P est divisible par H (X—3).

j=0
J#i

Soit encore P = @ X I | (X —j), avec Q € R[X].
3=0
i

Mais deg(P) < n et deg H(X —7) | =n, de sorte que, deg(Q) = 0.

§=0
Jj#i

Et donc @ est une constante A € R: P = A H(X - 7).

=0
i

n n
Inversement, puisque les j € [0,n],j # i sont racines de H(X —7),si P =X H(X —9)s

j=0 j=0

i G

alors P € F;.
2. Supposons que Py + P, +---+ P, =0, avec Py € Fy, P, € Fy,..., P, € F,.

Alors, pour i € [0,n], en évaluant cette relation en X = 4, il vient

Po(i) + Py(i) 4 - - + Po(i) = 0 = P;(i) = 0.

Or, P; est de la forme P, = \; H(X —j), de sorte que P;(i) = A; H(z —4)-
g i
—_———

#0

<.
(=]

<,
=

Et donc A\; = 0, de sorte que P; = 0.

Il est également possible de remarquer que P; posséde déja n racines (les ¢ € [0,n], ¢ # j)
car il est dans Fj, et nous venons de montrer qu’il possede également 7 comme racine. Il est
donc de degré au plus n et possede n + 1 racines, ainsi P; = 0.

Donc Py =P, =---= P, =0, la somme Fy + -+ F), est directe.
3. Nous avons prouvé a la question 1 que chacun des F; est de dimension 1. Puisque la somme

est directe, il vient
dim <@F> => dimF; =n+1
i=0 i=0

n
Or, @ F; est un sous-espace vectoriel de R, [X], de dimension n+1 : c’est R,,[X] tout entier :
i=0

R, [X] :éF
=0

Corrigé de l’exercice 9
Soit ¢ : E —  R[X] .
Q — XQ'+Q
On souhaite montrer que @ est bijective de F dans E. On montre aisément que ¢ est linéaire.
Vérifions que ¢ est un endomorphisme de F.

Soit @ € F, on a alors deg(Q) < n, d’ou
deg(X Q' + Q) < max(deg(XQ'), deg(Q)) < max(deg(Q’) + 1, deg(Q)) < deg(Q)

Ainsi XQ' + Q € E, ¢ est donc bien un endomorphisme de FE.

Comme ¢ est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie il est bijectif si et
seulement si il est injectif.

11
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Soit @ € Ker(yp), on a donc
Vr € R, 2Q'(z) + Q(z) =0

D’ou 1
Vz € RY, Q'(z) + ;Q(m) =0

On résout cette équation différentielle sur I'intervalle |0, +o0f, il existe donc K € R tel que

Vo > 0, Q(z) = Kexp (—In(z)) = K

T

Si K # 0 alors @ n’a pas de limite finie en 0, or @ est continue donc lim Q(z) = Q(0).

z—0t1

Ainsi K = 0. @ est donc égal au polynéme nul sur |0, +oo[. @ admet donc une infinité de
racines et, par suite, () est le polynome nul.

Finalement Ker(¢) = {0g}, ¢ est injective et donc bijective.
Ainsi, pour tout P € R, [X], il existe un unique Q € R,[X] tel que XQ' + Q = P.

Corrigé de ’exercice 10

Soit u et v deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E.

— Supposons d’abord que vou = 04 g

Soit x € Im(u), il existe alors y € F tel que x = u(y). On en déduit que v(z) = vou(y) = 0g.
Ainsi z € Ker(v).
On a donc prouvé que Im(u) C Ker(v)
— Supposons maintenant que Im(u) C Ker(v)
Soit x € E, alors u(z) € Im(u) donc u(x) € Ker(v). Ainsi v o u(x) = 0.

On a donc montré que, pour tout & € E, v ou(x) =0, c’est-a-dire v ou = Oz(m)-

Corrigé de I’exercice 11

1. p est clairement définie de C? dans lui-méme, donc il reste & prouver que p est linéaire.
Soient (x,y), (z/,y’) € C?, et soit A € C. Alors

1
PNz, y)+ (2", y") = pQa+2', Ay +y') = 5(Aw+x'+2(ky+y’),Q(M+:ﬂ/)+4(/\y+y’)) =
1 1
Az (w+2y, 20 + 4y) + g(x’ + 2y, 22" +4y') = Ap(z,y) + p(a’,y').

Ainsi p est linéaire : ¢’est un endomorphisme de C2.
2. Par définition,
={(
={(

On en déduit qu'une base de Ker(p) est donnée par (—2,1). En particulier, Ker(p) est de
dimension 1, et donc p n’est pas injective.

Ker(p) z,y) € C*: p(z,y) = (0,0)}
)

2 =0
(z,y) € C%: Tty
2r+4y =0

—2y,y),y € C} = Vect(—2,1)

3. D’apres le théoreme du rang, Im(p) est de dimension 1, donc est engendré par n’importe
lequel de ses vecteur non nuls.

Par exemple, p(1,2) = (1,2) € Imp, donc (1,2) est une base de Im(p).

12 Bastien Marmeth
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4. Soit (x,y) € C*. On a

ol )) =p (5o + 220 449 )

1
= gp(x + 2y, 22 + 4y)

1

%(x + 2y + 2(2x + 4y), 2(x + 2y) + 4(2z + 4y))
1

= %(51’ + 10y, 10z + 20y)

1

p(z,y)

Nous avons donc bien p o p = p. p est donc un projecteur, de sorte que Kerp et Imp sont
supplémentaires dans C?.

Corrigé de ’exercice 12

— Supposons que po g =p
Soit x € Ker(g), on a alors po ¢(x) = 0g d’ou p(z) = 0g
Ainsi Ker(q) C Ker(p)
Supposons désormais que Ker(q) C Ker(p)

Soit u € E, on peut écrire u = x + y avec x € Ker(q) et y € Im(q), notons z € E tel que
a(z) = y.
Alors
pog(u) =pog(x)+pogy) =pog’(z) =poq(z) = py)
Et, puisque z € Ker(q) C Ker(p),

p(u) = p(x) +p(y) = 05 + p(y)
Ainsi, on a bien po g = p.
— Supposons que gop =p
Soit y Im(p), il existe donc = € E tel que y = p(x), d’ou y = ¢(p(x)) € Im(q).
Ainsi Im(p) C Im(q)
Réciproquement, supposons que Im(p) C Im(q)
Soit u € E, on peut écrire u = x + y avec = € Ker(p) et y € Im(p)
Puisque y € Im(p) C Im(q), il existe z € E tel que y = p(z) et w € E tel que y = g(w).
Alors
p(u) =p(y) =pop(z) =p(z) =y
Et
qop(u) =q(py) = q(y) = qoq(w) = q(w) =y

Ainsi, on a bien gop = p.

Corrigé de ’exercice 13

1. Soit h une homothétie de rapport X et € E. On a h*(x) + 2h(x) — 3z = (A\? 4+ 2\ — 3)z.
Ainsi h vérifie la condition demandée si et seulement si

Vz € E, (A2 +2\—=3)z =0p

Ceci doit étre vérifié en particulier pour les vecteurs non-nuls, on doit donc avoir A24+2A—3 =
0,ie. A=1)(A+3)=0.

13 Bastien Marmeth
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Ainsi, si h vérifie la condition alors A € {1, —3}.

Réciproquement, Id et —31d vérifient la condition demandée. Ce sont donc les deux seules
homothéties qui la vérifient.

2. Ona f?+2f —3Idg = 0z (). Dot

Fo(30+210) =1p et g(f+21m) 0 =1

1
Ainsi f est bijective et admet pour bijection réciproque §( f + 2Idg), on a donc bien f €
GL(E).

3. On va procéder par analyse synthese car on n’a aucune indication au niveau des dimensions.
Analyse :
Soit w € E. On suppose qu'il existe u € Ker(f—Idg) et v € Ker(f+31dg) tels que w = u+v.
On a u € Ker(f —Idg), donc f(u) = u. De maniére similaire v € Ker(f + 3Idg) donc

f(v) = —3v.

Ainsi, par linéarité de f, f(w) =u — 3v

On a donc 4 utv .Dottv==(w— f(w)) et u==(f(w)+ 3w).
(w) =u-—3w 4 4

On en déduit, sous réserve d’existence, I'unicité d’une telle décomposition.

Synthese :
Soit w € E. On pose u = i(f(w) +3w) et v = i(w — f(w)).

On a bien w = u + v. De plus, par hypothese f2 + 2f — 31dp = 0« (g) donc fAw) =
—2f(w) + 3w.

On a alors

Flu) = F(F2 () + 37 (w) = T (-2 () + 3w+ 3f(w)) = 3 (f(w) +3w) = u

1 1
f(v) = 7(f(w) = 2 (w)) = 7(f(w) +2f(w) = 3w) = —3v
On a donc bien u € Ker(f — Idg) et v € Ker(f + 3Idg).
Il y a donc existence et unicité de la décomposition de tout vecteur de E.

Ainsi, F = Ker(f —Idg) @ Ker(f + 31dg).

Corrigé de ’exercice 14

1. Soit u & Ker . En particulier, u # 0. u est ainsi une famille d’un seul vecteur non nul, donc
libre. Comme elle est évidemment génératrice de Vect(u), c’est une base de Vect(u), qui est
alors de dimension 1.

Puisque ¢ est une forme linéaire non nulle, son noyau est un hyperplan de E et est donc de
dimension n — 1.
Ainsi, dim Vect(u) + dimKer(p) =1+n—1=n=dimE.
Montrons maintenant que Vect(u) N Ker(y) = {0g}.
Soit x € Vect(u) N Ker . Alors il existe A € R tel que x = Au.
Or o(z) =0 < ¢(Au) = Ap(u) = 0. Par hypothese, u & Ker(y), donc ¢(u) # 0, ainsi A = 0.
On en déduit que z =0-u = 0.
Ainsi Ker ¢ N Vect(u) = {0}.
On en déduit que Ker ¢ et Vect(u) sont supplémentaires dans E.
2. Soit 1 une autre forme linéaire non nulle sur E.

— Supposons dans un premier temps que ¥ et ¢ sont proportionnelles, il existe donc a € K
tel que ¥ = aw. Comme 1 est non-nulle alors a # 0.

14 Bastien Marmeth
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On a ainsi Ker(¢) = Ker(ap) = Ker(yp).
— Supposons maintenant que Ker(y)) = Ker(p), montrons qu’il existe alors a € K* tel que
U = ap.

Soit u & Ker(p), d’apres la question précédente on a

E = Ker(p) @ Vect(u)

Soit ¢ € E, on peut écrire = sous la forme © = xx + A\yu ot zx € Ker(p) et A, € K.
Alors

p(z) = prK + Agu) = p(TK) + Aap(u) = Azp(u)
et

P(x) = Yrr + Agu)

P(u)

Posons a = ——= # 0 car ¥ est non-nulle. On a alors

p(u)
Ve e E, P(z) = ap(x)

Cest-a-dire ¥ = ap.

Corrigé de I’exercice 15
On va montrer que la famille (z, f(z), ..., f* ' (x)) est libre. Soit (Ao, A1, -+ An_1) € R™ tel que

Ao+ ALf(x) + -+ A1 [P (@) = 0p
En composant par "' on a alors
Mof"TH@) FALM(@) A+ A [ () = 0
Or, comme f"(z) =0, on a alors, pour k € N, f"*(z) = f*(f"(x)) = f*(0g) = 0p. Ainsi
oS TH@) + M (@) 4 A SR () = Ao f T ()

On a alors \gf" *(z) = 0, d’ot, comme " () # 0g, A\g = 0.
Ainsi
Mf(@)+ -+ XA fH(2) = 0g
En composant par f"~2 on obtient de maniére similaire Ay f* ! (z) = 0g, d’ott A\; = 0.

On répete ce procédé et finalement on obtient \g = Ay = --- = \,_1 = 0. La famille
(z, f(2), ..., f**(z)) est alors une famille libre de cardinal n dans E qui est un espace vectoriel de
dimension n, c’est ainsi une base de FE.

Corrigé de ’exercice 16

1. Soit (P,Q) € E* et A\€ R, on a

a(P+2Q)=X(P+XQ)=XP+XXQ = a(P) + Xa(Q)

15 Bastien Marmeth
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Ainsi a est une application linéaire. Si P € R[X] alors X P € R[X], a est bien un endomor-
phisme de F

Pour tout P non nul, on a
deg(a(P)) = deg(P) +1 > 1
En particulier 1 ¢ Im(a), a n’est donc pas surjectif.

Par ailleurs, P € Ker(a) si et seulement si XP = 0 donc si et seulement P = 0. a est ainsi
injectif.
2. Soit (u,v) € Z(E)* et A€ R, on a
olu+ M) =(u+ Iw)oa—ao (u+ )
=uoa+woa—(aocu+ Aaow) car a est linéaire
= ¢(u) + 2p(v)

Ainsi ¢ est une application linéaire.
De plus, ¢(Idg) =0, ¢ n’est donc pas injectif.
3. — Ona, pour n € N, p(u)(X") = u(X"!) — Xu(X™).
— Soit v € L(E). On cherche u € L(E) tel que v = p(u).
Un endomorphisme est caractérisé de maniére unique par 'image d’une base, la question

précédente nous donne alors I'idée de poser I'unique endomorphisme u tel que u(1) =0
et, pour tout n € N,u(X") = v(X™) + Xu(X™).

Alors ¢(u) et v coincident sur la base canonique de E, on a donc v = ¢(u), ce qui
montre que ¢ est surjectif.

Corrigé de ’exercice 17

1. Soit (P,Q) € E* et A€ R, on a
D(P+ Q)= (P+XQ) =P + Q" = D(P)+\D(Q)

Ainsi D est une application linéaire.

Puisque P est un polyndme de degré inférieur ou égal & n alors P(D) = D’ est un polynéme
de degré inférieur ou égal & n — 1 et donc D(P) € R,,_1[X] C R,[X].

Finalement D est bien un endomorphisme de FE.
On a Ker(D) = Ry[X] 'ensemble des polynémes constants.

On a déja remarqué que Im(D) C R, _1[X]. De plus le théoréme du rang nous assure que
dim(Im(D)) = dim(F) — dim(Ker(D)) = n+ 1 — 1 = n. Ainsi dim(Im(D)) = dim(R,,_1[X])
et donc Im(D) = R,,_1[X].

2. Soit P € E, on a deg(P) < n, d’ou ptl) — Or,,[x], i-e. D"TH(P) = Or,,[x]-

Ainsi, pour tout polynéme P € E, D"(P) = 0, (x]- En d’autres termes Dl = 02 k)
3. Les endomorphismes Idg et D commutent, ainsi d’apres I'identité de factorisation

Idp" D" = (Idg —D) o > _1dj " oD*
k=0

D’ou
n

Idg = (Idg —D)o »  D*

k=0 — Classique

De méme
Cet argument clas-

n

Idg = (Z Dk> o(Idg —D) sique exploite uni-

k=0 quement le carac-
tere nilpotent de
D et sera donc ré-
exploitable dans
d’autres situations,
DAL pvpmh]p DOl
16 ilBastionl Maihetkc
N une matrice nil-
potente.

n
L’endomorphisme Idg — D est ainsi bijectif de bijection réciproque Z DF.
k=0
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4. Sur E I’équation différentielle P'(z) — P(z) = i réécrit (D —Idg)(P) = —.

J:TL X’n.
n!

n
X’n
Cette équation est donc équivalente sur £ a P = — (Z Dk> ('>
— n!
Or

k=0 =0

On a ainsi obtenu une solution particuliere de notre équation différentielle, la fonction x —

il’

=0

Il ne nous reste plus qu’a résoudre I’équation différentielle homogene 3’ — y = 0 dont les

solutions sont les fonctions de la forme x — Ke® avec K € R.

Le théoreme de structure de ’ensemble des solutions nous assure alors que I’ensemble des
n

x
solutions de 1’équation différentielle y'(z) — y(z) = — est
n!

nooi
{xHKex—E J?',KE]R}
1!

=0

1.

Corrigé de ’exercice 18

(a) Clairement, sipogq=gqop =0z alors poqg+qop=~0s).
Réciproquement supposons que po g+ qop = 0z g).
On a alors pog = —qop.
De plus

Ainsi 2p o g = 0»(g) et donc p circqg = 0 (g et, par suite, gop = —poq=0gg

(b) p+ ¢ est un projecteur si et seulement si (p+¢q)o(p+¢q) =p+q.
Or
(p+@)op+q)=p°+pog+qop+¢®=p+q+poq+qop

Ainsi p + ¢ est un projecteur si et seulement si po g+ qop = Og(g) ce qui, d’apres la

question précédente, est équivalent & poq =gqop = 0z p).
Finalement p + ¢ est un projecteur si et seulement si poq =qop = 0zp)
(c) On suppose désormais que p + ¢ est un projecteur.

Soit x € Ker(p) N Ker(g), on a donc p(x) = ¢(x) = 0g d’ott (p + q)(z) = 0.
Ainsi Ker(p) NKer(q) C Ker(p + q).

Soit maintenant = € Ker(p + ¢), on a alors

0r = p(x) + q(x) = p(p(z) + q(z)) = p(z) + poq(z)

Or poq = 0y(g) et donc p(r) = O, i.e. z € Ker(p). On montrer de maniere similaire

que z € Ker(q)
Ainsi Ker(p + q) C Ker(p) NKer(q) et donc Ker(p + ¢q) = Ker(p) N Ker(q).

17
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On soupgonne que
I'on va montrer que
. . _ _ Im(p) + Im(q) =
(d) Soit y € Im(p + q), il existe donc = € E tel que y = (p + q)(z) = p(x) + g(x). Im(p + q) et donc,
Ainsi y € Im(p) + Im(gq) . On a donc Im(p + ¢) C Im(p) + Im(q) on devrait avoir

Soit maintenant y € Im(p) + Im(q), il existe alors (ab) € E? tel que y = p(a) + q(b). y € Im(p +q).
Or, puisque p + ¢
Or

4 est un projecteur,
il se comporte

(p+ ) (p(a) + (b)) = p*(a) + g o p(a) + ¢'b) + g o p(b) = pla) + q(b) =y comme I'identité

sur son image. Il

Ainsi y = (p + q) (p(a) + q(b)) € Im(p + q). est donc raison-
. nable de penser que
On a donc Im(p) + Im(q) C Im(p + ¢). D’ott Im(p) + Im(q) = Im(p + q) (p+q)(y) =y, il 0y

2. Soit f : R — R? a plus qu’a vérifier

(x,y) — (z,22) que c’est bien le cas.

(a) Soit (z,y) € R? on a

fof(y) = f(z,22) = (z,22) = f((x,9))
Ainsi fo f = f, f est bien un projecteur.

(b) Procédons par analyse-synthése :

Analyse :

Soit g € .Z(R?), on suppose que f + ¢ est un projecteur. D’aprés ce que l'on vient de
prouver, f + g est un projecteur si et seulement si fog=go f =0gg2).

On doit donc avoir Im(g) C Ker(f) = Vect((0,1)) et Vect((1,2)) = Im(f) C Ker(g).
Puisque Im(g) C Vect((0,1)) alors il existe (a,b) € R? tel que

V(z,y) eR?, g((z,9)) = (0,az + by)

On sait de plus que g((1,2)) = (0,0), ainsi a + 2b = 0 i.e. a = —2b.

Donc, si f + g+ est un projecteur alors il existe donc b € R tel que g : (z,y) —
(0,b(y — 2x)).

Synthese :

Soit beRet g: (z,y) — (0,b(y — 2x)).

Alors, pour (z,y) € R? on a

flg((,9))) = F((0,b(y—22))) = (0,0) et g(f((z,9))) = g((x,22)) = (0,b(2x—2x)) = (0,0)

Ainsi fog=go f =0gm2), f+ g est donc bien un projecteur.
Finalement f + g est un projecteur si et seulement si g € Vect((z,y) — (0,y — 2x2)).

Corrigé de ’exercice 19

1. On a
(fP+f+Udp)o(f—1dg) =P+ P+ f+—f>—f—1dg =0y

Ainsi Im(f — Idg) C Ker(f% + f +1dg). voir I'exercice 10
2. Soit z € Ker(f — Idg) N Im(f — Idg). 1l existe alors y € E tel que z = f(y) — y. De plus

fz) =z, dou f*(z) = f(x) ==

On a alors f*(y) — f*(y) = f*(y) — f(y) = f(y) —y = . Ainsi

3e=fy)— W)+ W) - fw)+ ) =y— )+ ) - fy)+ fly) —y=0g

On en déduit que Ker(f —Idg) NIm(f — Idg) = {0g}.

Le théoréme du rang appliqué a f — Idg nous assure que

dim(E) = dim(Ker(f — Idg)) + dim(Im(f — Idg))

Dot E = Ker(f —Idg) & Im(f — Idg).
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3. Soit 2 € Ker(f —Idg) NKer(f? + f +1dg), on a donc f(x) =z et f2(z) + f(z) + 2 = 0p.
Dot 0 = f2(z) + f(x) + = = 3z. On en déduit que Ker(f — Idg) NKer(f* + f +1dg).

Ker(f — Idg) et Ker(f% + f +Idg) sont donc en somme directe, d’ott dim(Ker(f — Idg) @
Ker(f? + f +1dg)) = dim(Ker(f —Idg)) + dim(Ker(f? + f +1dg)) et donc, puisque Ker(f —
Idg) @ Ker(f? + f +1dg) C E,

dim(Ker(f — Idg)) 4 dim(Ker(f% + f +1dg)) < dim(E)
Or
dim(Ker(f—Idg))+dim(Ker(f*+f+Idg)) > dim(Ker(f—Idg))+dim(Im(f—Idg)) = dim(F)

Finalement dim(Ker(f —Idg)) + dim(Ker(f? + f + Idg)) = dim(E) et donc
E =Ker(f — Idp) ® Ker(f* + f +1dg).

Corrigé de I’exercice 20

— Soit ¢ : E —

e

© est linéaire (par linéarité de l'intégrale) et F' = Ker(y), ainsi F’ est un sous-espace vectoriel
de E.

F est le noyau d’une forme linéaire, c¢’est donc un hyperplan de E, d’ott dim(F) = dim(E) —
1=2.
— @ est une droite vectorielle donc dim(G) = 1. On a donc dim(F) 4+ dim(G) = 3 = dim(E).

1
Soit P € FN@G, il existe donc K € R tel que P = K(1 + X + X?), de plus / P(t)dt = 0.
0

1 1
1 1 11K
/P(t)dt=K/ l+t+2dt=K(1+-+-)=—"n
0 0 2 3 6

Ainsi K =0 et donc P = 0p.

On aalors FNG ={0g} et donc E=F & G.
— Puisque E = F & G alors, pour tout () € F il existe P € F et K € R tels que Q =
P+ K(1+X+X?).

La projection de ) sur F' parallelement a G est le polynéme P.

Or

1
Or PeF, donc/ P(t)dt = 0, ainsi
0
! ! 1K
/Q(t)dt:K/ L+t+12dt = —
0 0

6 !
Dot K = ﬁ/ Q(t) dt et donc
0

P(Q) = Q—ﬁﬁ/ Q)

Corrigé de I’exercice 21
Soit (P,Q) € E* et A€ R, on a

P(P+AQ) = (PHAQ)(X+1)=(P+AQ)(X) = P(X+1)=P(X)+AQ(X+1)-Q(X)) = ¢(P)+Ap(Q)

Ainsi ¢ est une application linéaire.
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— Dérivée discréte

Puisque P est un polynome de degré inférieur ou égal a n alors, par composition, P(X + 1) est La quantité o(P) est
un polynéme de degré deg(P) x 1 donc de degré inférieur ou égal & n ainsi p(P) € R, [X]. appelée dérivée dis-
Finalement ¢ est bien un endomorphisme de E. (crete de P et vérifie
o . o de nombreuses pro-
On a vu dans le TD précédent que les polynémes qui vérifient P(X+1) = P(X) sont exactement priétés de la dérivée
les polyndmes constants, ainsi Ker(y)) = Ro[X]. « usuelle »des poly-
Soit P = a, X" 4+ @ ot deg(Q) < n — 1 alors nomes.
n—1 n—1
n n n k k n k k
P(P) = an(X+1)"—an X" +¢(Q) = an X" +an Z n X —a, X"+¢(Q) = an n X+p(Q)
k=0 k=0
n—1 k
Puisque @ € R,,_1[X] alors ¢(Q) € R,,_1[X]. On a également a,, Z < )Xk € R,,—1[X]. Ainsi
n
k=0
o(P) € R,_1[X].
On a donc Im(p) C R,—1[X]. De plus le théoréme du rang nous assure que dim(Im(y)) =

dim(R,,[X]) — dim(Ker(¢)) =n+ 1 — 1 = n. Ainsi dim(Im(y)) = dim(R,,—1[X]) et donc Im(yp) =
R,—1[X].
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